ETUDE D'UNE CLASSE D'ISOGENIE

par
J.S. MILNE

Soient E un corps de nombre totalement réel de degré d sur @, B une

algébre de quaternion totalement indéfinie sur E, OB un ordre maximal de B,

et p un nombre premier (E est noté F dans [1] ’ [3]). Nous supposons que
p = Flﬁn dans E avec les Fi distincts, et que, si Ei gst le complété de

E a la place }:11., alors B @, E.i est déployée, enfin que K = K G(Zp) ol

¥ =k (\G(ﬂlf’.). Fixons une variéteé abélienne A sur E;p de dimension 2d et
un homomorphisme i : OB —> End(A) tel que i(1) = 1. On va décrire 1'en-
semble Y de toutes les classes d'isomorphisme de triples (A',i ',_(F) avec A'
une variété abélienne sur Ep, i' un homomorphisme OB ——> End(A'), et ? une
e s s .2 g N Zp . ,

classe de K-équivalence d'isomorphismes P: £ A > V( f) ; on exige
que (A',i') soit isogéne & (A,i) et que 1l'espace tangent t_, 4 A' en 1'ori-
gine satisfasse & la condition suivante :

.. . 10 00
(*) les sous espaces de t_ , définis par les idempotents (O O) et (O 1) de
OB @ Fp fy M2(/Fp) sont des OE @ le—modules libres de rang 1.

D'apres [1], [3], il y a lieu de distinguer les deux cas ‘suivants :

(NS) Le commutant de B dans Endo(A) est un corps E' totalement imaginaire de
degré deux sur FE qui déploie B; A(p) est isogéne & un produit

A(ﬁl) XeooX A()::m) avec A(]:(l.) un groupe p-divisible de hauteur

- . s c ; ' _ '
2di 2 [Ei : Qp] ; si p est décomposé dans E' en Fi H; 95 alors

A(Fli) v A(tfi) x A(q_{) ou A(lyi) a pour pente k.i/d.i et A(K]lf) a pour pente
- - r . 2 I
(d.i ki)/di ki/di ; sinon A(Fl.) a pour pente 1/2, et 1'on pose

k.i = d.i/2 = k.i'

(S) Le commutant de B dans Endo(A) est une algébre de gquaternions B' sur

E ; A est isogéne & une puissance A v Aid d'une courbe elliptique super-

singuliére A

—_— o’ .
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1. Lemme : Soit T C TfA tel que TfA/T est fini ; alors il existe une isogénie

unique o : A' —> A telle que 1l'image de Tfa est T.

Démonstration : Puisque TfA/T est fini, le conoyau N de T/nT —> TfA/anA
est indépendant de n pour n suffisamment grand. Choisissons tel un n et
soit ¥ 1'application surjective An = TfA/nT}A ——> N. Pour que o : A" —> A
soit une isogénie avec Tfa(TfA') = T, il faut et il suffit que Ker(a) = N,
et que W soit 1'application A, —> N que le lemme é;i serpent définit a

partir du diagramme

o
o > N > A > A > 0
‘O n n
vV A\’ o v
0 > N > A’ > A > 0

Rappelons que pour une variété abélienne A, Extr(A, Gm) = 0 pour r#l et

2
Extl(A,Qm) est la variété abélienne 2 duale a A ; de plus A = A, Ainsi la

, . PS ”~ P P ” . "
donnée de o équivaut & celle de a : A —> A' telle gque Ker(a) = N (ou N
. . . . . . L LA ~ N |

désigne le dual de Cartier de N) et telle que N —> A est Y . On doit

prendre A' = 4/N.

Puisque,vin est libre de rang un sur B x_zi, T?A contient un réseau
isomorphe a V(Z;), et 1'on peut choisir la paire (A,i) initiale telle qu'il
~
: . . N
existe un isomorphisme Wh-. T?A -> V(Zg).

Soit A(®) = U An; On désigne par VEA le systéme projectif " iﬂﬁ'A(w)(n)
n

(n) . m (mn) (n)

= ... <— A(®) A(w) < ... ot a(=) ™ = a(w) pour tout n.

/N
on a TfA < VfA. (Sur € on peut identifier I}A avec HI(A,ZD @ Zet VfA

A(n)

‘ _ R S ey w
avec T A @, @). Un reseau A dans VA est un sous objet "lim tel gque

mA(mn) = A(n) pour tous m et n et tel que mOA est contenu dans TfA pour un

certain m et définisse un quotieht fini'TfA/moA. on peut écrire
n
(p)

VA = V?A x VbA avec VbA = "%%Eﬁ A(p) , et alors un réseau A se décompose
en un produit A = AP x Ap avec NP = Af\ViA et 4p = Ar\VbA. Soit X 1'ensemble

de toutes les paires (A, ¥) avec A un réseau dans'V}Aget'ﬁ une classe de



p

K-équivalence d'isomorphismes ¢ : A% —— V(Zl;.) qui satisfait aux conditions

suivantes :
(a) N est stable sous 1l'action évidente de OB sur VfA ;
(b) si D(A/pA) est le module de Dieudonné du groupe fini A/phA alors

D(A/pA)/FD(A/pA) vérifie la condition (¥).

Si o est un élément de EndO(A) tel que mo €End(A), alors on définit

- > ’ | . r I *
Vfa : VtA — VfA comme étant la famille d'applications

{a(=) (™) Do

n . ,
> A(°°)( )}. De maniére correspondante, on a une action de

Endo(A) sur X définie par : a(A,-dT) = ((Vfa)A, P o Vf(a)—l).

2. Lemme : Il existe une bijection canonique
A}

End® (A)\X > y.

Démonstration : Soit (A,y) € X tel que mA C TI_A. On choisit (aA',1i’, “f?) tel
qu'il existe une isogénie a : A' —> A avec Tfa(TtA') =mh, o 0 i'(b) = i(b)

duat
pour b € OB' et P= ;i—\p o (Tfa). Puisque %}' & D(A/pA)/FD(A/ph) “ (voir

[3]), ;A, vérifie la condition (¥%). 5i (A,‘fp—) et (A',a',‘ correspondent au
> A alors (A',t_b-') =a’' o a-I(A,E).

al

méme triplet (A',i',¥) avec A'

Ecrivons X = XF x Xp avec X = {(Ap,$) I (A,9) € X} et

Xp = {Ap ‘ (A,E) € X}. On peut considérer T?A comme un module libre de rang
44 sur Zl;., Viﬁ comme I?A ® @, et un quelcongque AP comme un Z?-réseau de

V?A au sens usuel. Le lemme suivant est évident.

3. Lemme : L'application G(/Al;) — Xp, g b—> (g(TfA), ‘«PA o g-l) induit une

X
bijection G(mf,)/x” — £,

n n

Nous avons A_ = "lim" A (P )C vV (2) = "1im" A(p) (p ). Pour n assez
p P p 7 n

grand, pn TpA c Ap et alors on peut identifier Alip ) avec Ap/pnTpA.

+1)

(Pn (pn) n n+l
Ainsi Ker(A —> A = T A T A A
s p TP IAP TARNA

™) (0" (p")
et A(p)/App —E A(p)/App est un isomorphisme. De plus A(p)/App



( n+r) r ")
détermine Ap {parce que App = Ker(A(p) -2 A(_p)/App ) pour r > 0)

détermine celui-

n
et le module de Dieudonné du groupe p-divisible A(p)/AI()p )

ci. Nous avons donc :
n

4. Lemme : L'application A > —IB-D(A(p)/A;p )

p
Xp avec 1'ensemble de tous les sous modules M de D'A tel que :

) € Dp'Aa, n>>0, identifie

(a) M est libre de rang 4d sur W ;
(b) M est stable sous F et V ;
{c) M est stable sous l'action de OB ;

(d) M/FM vérifie la condition (*).

En résumé :

5. Théoréme : Il existe une bijection
v % H(@) \G(AT) x xp/xp
avec H(Q) = E'xj“dans le cas (NS) et H(Q) = B'* dans le cas (S).
De plus Frob agit comme 1 sur G(,A?) et par M +—> FM sur Xp ; l'opérateur
de Hecke correspondant a g € G(/Al;_.) agit par multiplication sur la droite

b
sur G(A f).
Il reste & décrire X‘p plus explicitement.

6. Lemme : Il existe une bijection
\

Z> X(H,) Xe..x X(R)

X

b
ou X(Fi) est l'ensemble de tous les sous modules M de D'A(Fi) qui sont libres
de rang 4di sur W et qui vérifient les conditions (b), (c), (d) du lemme 4

(avec OE' - tFp remplace par OEi & IFp dans (d)).

Démonstration : On a Op @ Zp %O, o...0 OE' . Soient €yreeerep les idempo-
1 m

tents dans OE' & Zp correspondants ; donc OE. =e; (OE, & Zp). Remarquons que

eiM a rang 4 di sur W parce que la trace d'un élément o € Op agissant sur
M (ou A') est quatre fois sa trace dans l'extension E D @ [4, 7.6.1].

On obtient ainsi une bijection M +—> (eIM,...,emM).



Remarguons que Bi =B & Ei A1 Mé(Ei) agit sur D'A(}&). Soient
€,77€547-++ € Op @ O, les éléments correspondant aux éléments
! 0) (O O) elM (O ) et écrivons D! = e, , D'A(M.) ; c'est un
oo’ ‘10 ' 2B, i 11 i’

module de dimension 2di sur W =Wag®. Si M D'A(f&) est dans X(f&), on

(

aM=e, Me& e, Met l'application e x est un isomorphisme

11 22 X

1 €21%11

X > e, .e.,,Xx. Ainsi e, M détermine

e, M —> e, M avec pour inverse e,, 12722 11

11 22

M, et nous avons le

7. Lemme : On peut identifier X(F&) avec 1'ensemble de tous les sous modules
M de D; tel que :

(a) M est libre de rang 2d, sur W ;

(b) M est stable sous F et V ;

(c) M est stable sous OE. ;

(d) M/FM est un OE a‘@;imodule libre de rang 1.

i

8. Lemme : Soient €yre-es€ les idempotents dans OE & W gqui correspondent

di o i
a la décomposition OE @ W > W xX...x W, Alors N} = ej D} a dimension
i
' [ : . —_ ’ . 4
deux sur W' et Di NI &...0 Nai. Si sz : Nz Nj est 1'application

induite par F : D; -_> Di, alors sz = O pour % Z j-1 mod di' et c'est un

isomorphisme sinon. On peut choisir une base {¢,e'} pour N1 telle que
d,
F . : NI —_— N1 corresponde & une matrice
k;
pr (0]
§ = k} si ;& est décomposé dans E' (cas NS)
0 p
d./2
pt o
= di/2 si di est pair (cas NS ou S)
% p
(d.-1)/2
= * ( ) autrement
b p o .

Démonstration : Le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 6

montre N3 & dimension deux sur W'. Soit o 1'automorphisme de Frobenius de W'.



Si 1'on identifie E.i avec un sous corps de W', alors l'application
n

N
E, —m> E, ® W —> W x...x W'
i i 0

p
d,-1
s'écrit at—> (a,o(a),...,o * (a)). Ainsi, pour B = (61,...,6d ) €
i
D! =N, x...x N, et a€ E, ona aB = (aB,,... oj_I(a) Beipoaele
i 1 di b 1’ ‘ 3’
Puisque aF = Fa sur le on a

oj_z(a) E F., B

a1 2
3 Q-El‘.o (a)Sl—o(a)EF. B,.

e jL T4

est un isomorphisme

Donc FjJZ, =0 si & Z j-1 mod di‘ Il est clair que sz

pour 2 = j-1 mod d.i parce que F : D_,': -—-»‘*Dl! 1'est.
Dans le cas (NS), si B est décomposé en E' et ki # kli, alors Nl est un

W' [F 1] -module de rang 2 sur W' dont les pentes sont k, et ki (relative-
d.

ment & F 1). Ainsi, il est évident qu'il existe une base {¢,e'} telle que

d, k, d, kli

Fle=pleetFle'=p e’ .

, 1
Dans le cas contraire, toutes les pentes de DJE sont égales a 7 -
Ainsi le est une somme directe de W'[F] -modules de rang 2 sur W' sur les-

, o1
quels F agit par (p 0) .

d d;/2 (d;-1)/2 4

. AT ,
Pui sque (g é),l _ |P (0] dj/zj si di est pair et p (p O)

p ,
autrement, Dl! est évidemment un W'[F J'J ~-module semi simple isotypique qui

achéve la démonstration.

, o= _ X
9. Remarque : Soient Gi(zp) = EndoB(A(/:ll.)) et

— X _— . , o
Gl.(Qp) = (EndOB(A(IF&)) azp pp) . Alors Gl.(gpp) est le groupe multiplicatif
L 1 S 1}
du commutant de Bi dans Endw, [F] (D A(Fi,) ou, d'aprés le lemme 7, le groupe
.o , ' , ,
multiplicatif du commutant de E.i dans Endw,[F] (D.i)’ Mais si, pour

o € End d, (N,) et B= (B,,...,B, ) € D!, on pose
W'[Fl 1 1 d.i i
aB,,...,B; ) = (aB,,...,aB, ) alors End d. (N,) est identifié avec ce
1 ¢, 1 d, wi[p 1] !

dernier commutant. Ainsi

G.0) =139 | a,be E., abfo} en cas (NS), k#k!

i*p ob ’ i’ ! i
= GLZ(Ei) d.i pair, autrement

b 4 , . | ,
= /H d.i impair, autrement, ou (H est 1l'algebre de quaternion sur Ei'



10. Lemme : On peut identifier X(}:{i) avec l'’ensemble des suites de réseaux

I [}
(Lj)j . zdans W' x W' tels que
(a) L, DL, ,DpL.
-1
J # J # J
d;
g = .
{b) § Lj+d_i Lj avec le § du lemme 8

1 d,
i

Démonstration : Pour M € X(®), ona M =M o...¢ M, avec Mj = ejM. Puisque

FM = FM & FM, ¢...¢ FM avec FMj C Nj+1’ les conditions (b) et (d) du

di 1 di-l
lemme 7 entrainent que FMd C MI’ FM1 CM2,... et que les MI/FMd ’ MZ/FM seae
1 i

ont dimension 1 sur Ep.

Choisissons une base {¢,e'} pour NI comme dans le lemme 8 et soit
Y , , . .
N - -
‘{’j : Nj ~—> W' x W' 1'application a(Fe) + b(Fle') — (01 J(a),UI T(p)).

d d,
i

Remarquons que ‘Y, F(x) = ¥.(x) et Y.(F Tx) o~ 8§ Y.(x). On pose
Jj+1 j Jd d J
i i
= . M = 6 ..
ooty <o o

L, = \¥.(M, our 1<j<d. et L,
5= %) P = Jj-d,;

: = ' ' = . f
11. Remarque : Frob(Lj)j €z (Lj)j < z &vee Lj Lj-I El

’ = 1 g . ’ [ ~
(ou Bi B' ® Ei) agit sur X(,L"Il.) via le plongement E.i > Gi(Qp)

E
(ou B_{ —> Ei(@p)). H(Q) agit sur X(ﬁi) via le plongement évident

H(Q) = E(pp).

En résumé :

12. Théoréme : Xp A X(/:fl) XeooX X(R ) ou X(Fi) est l'ensemble des suites

de réseaux satisfaisant aux conditions du lemme 10, et Frob et H(Q) agissent

comme il a été dit dans la remarque 11.

13. Remarque : Soient Q l'extension maximale non-ramifiée de Qp et OQ

1'anneau des entiers dans . On sait que W' est le complété de fi. On peut
4 : [ ¥ [ X b :

écrire D'A = D'A my W' avec D'A un module sur Q[F] (voir [2, p- 85:]).

S5i M est comme dans le lemme 4, alors M est 1'image de D'a : D'A' —> Dl
pour une certaine isogénie o : A' —> A. Puisque o est définie sur un sous
corps fini k de Ep, et W/ < $§, nous avons M = Ma w pour un sous module

k Y/

N Ay ) Y a
M C D'A. Donc on peut identifier Xp avec un ensemble de sous module de D'A,



r k) ’
et X(/Hi) avec 1'ensemble de suites de réseaux (Lj)j ez Lj o 8 xQ,

qui vérifient les conditions du lemme 10.
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Notation :
. opp x
G est le schéma en groupes sur Z tel que G(R) = (OB & R) pour un

anneau R gquelconque. V(R) est le OB @ R-module OB @ R. A est l'anneau

‘ . - = p X
d'adéles pour 9 ; A =R xmf R x,ﬂf x Qp ;
A, =12 90, zf=£i_z£z/mz=z;xzp.

K est un suffisamment petit sous-groupe ouvert de G(Zf).

Deux isomorphismes T —L; V(Zf) sont K-équivalents si il existe k € K
2

tel que Y=k o ¥’ .

Pour A une variété abélienne, E’ndo(A) = End(A)m 0, Am=Ker(m : A —> A)

atp) = liga , TA="}im"a , ThA=lim A, et Via=TAa,0.

n p (n,p)=1

W est 1l'anneau des vecteurs de Witt sur ﬁ“—p et W' =W @Z Q ; DN est

le module de Dieudonné du groupe fini N, DA = DA(p) = %i."l DA n’ et
n p
D'A = DA @ @.

Frob désigne le morphisme de Frobenius absolu sur la variété de Shimura

sur E‘-p attachée au groupe G.



